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Null machen, indem man mit Kottler diejenige
Eigenschaft, welche die Kirchhoffsche Naherung
zeigt, zur Bedingung eines ,.strengen” Beugungs-
problems deklariert. Man verwickelt sich dadurch
in zweierlei Hinsicht in Widerspriiche: erstens,
weil der ., Kirchhoffsche Schirm*, wie bekannt, nur
fiir die Primé&rstrahlung schwarz, fiir die ge-
beugte Welle dagegen durchsichtig ist; zweitens,
weil auch die schwirzeste Oberflache eine strei-
fende Welle vollstandig reflektieren muf}. Hieran
scheitert der Beweis von Ignatowsky?’, dall die
Sommerfeldsche zweiwertige Losung dem schwar-
zen Schirm angemessen sei. Er nimmt zum Be-
weise ndmlich an, daB bei der Schwenkung einer
schwarzen Halbebene die Beugungserscheinung
ungeiindert bleibt; das kann man aber nur anneh-
men, solange man die Stellung streifender Inzi-
denz nicht beriihrt! Als ideal schwarz kann man
eben nicht eine Oberfldche, sondern nur ein unbe-
grenzt tiefes Loch ansehen, welches man jedoch im
schlichten physikalischen Raum nicht unterbrin-
gen kann. Man braucht dazu einen Riemannschen
Raum, und zwar mul} dieser, damit nicht ein Teil
der durch den Schlund verschlungenen Strahlung
wieder erscheint, unendlich viele Blitter haben. Es

“"Ignatowsky, Ann. Physik 77, 589 [1925].

8 S. dazu etwa den Artikel ,,Beugung* (M. v.Laue)

in Handb. d. Experimentalphysik, Akad. Verl.Ges.,
Leipzig 1928, Bd. XVTII, hes. S. 298,
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kommt also nur die Sommerfeldsche Losung im
unendlichblittrigen Raum fiir diese mathematische
Idealisierung in Frage. Physikalisch ist dagegen
der vollig schwarze Schirm iiberhaupt keine Idea-
lisierung, sondern eine grobe N&dherung.

Doch mufl (in Ubereinstimmung mit Kottler)
hervorgehoben werden, daf die Kirchhoffsche Beu-
gungstheorie in unserer Darstellung nicht ein
iiberbestimmtes Randwertproblem®, sondern eine
eindeutig bestimmte Sprungwertaufgabe ist. Man
kann die Sprungwerte von u und du/3n, bzw. €
und . auf einer Fliche willkiirlich vorgeben und
bestimmt dadurch die Funktion im ganzen Raum
(also innerhalb und auflerhalb der Fliche) ein-
deutig. Die gebeugte Welle kann man durch Uber-
lagerung von Elementarwellen herstellen, welche
unabhéngig voneinander von den Flichenelemen-
ten ausgehen, freilich nicht nur nach vorwérts.
sondern auch zuriick. Man darf damit der Kirch-
hoffschen Formulierung des Huygensschen Prin-
zips doch wohl einen guten physikalischen Sinn
unterlegen, mufl sie also nicht als blofle ,,mathe-
matische Fiktion* bezeichnen (von Laue?).

Meinem verehrten Lehrer, Hrn. Geheimrat Sommer -
teld, von dem mancher tragende Pfeiler im Gebiude
der Beugungstheorie herriihrt, sei der bescheidene
Baustein, den ich mit dieser Mitteilung beitrage, zur

Vollendung seines 80. Lehensjahres in dankbarer Liebe
gewidmet.
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Das Problem der Beugung elektromagnetischer Wellen an der vollkommen leitenden
Kreisscheibe wird streng gelést. Die Beugung an der kreisformigen Offnung in der voll-
kommen leitenden, unendlich ausgedehnten Ebene lilt sich vermittels einer gegebenen
Verallgemeinerung des Babinetzchen Prinzips auf das erste Problem zuriickfiihren.

I. Formulierung
des Beugungsproblems

n der Theorie der Beugung elektromagnetischer
Wellen an Objekten endlicher Ausdehnung liegt
stets folgendes Problem vor. IKine gegebene ein-
fallende Welle fillt auf ein Hindernis. ein beugen-

des Objekt, und es ist eine auslaufende Welle zu
suchen, die sich in grofer Entfernung wie eine
Kugelwelle mit richtungsabhiingiger Amplitude
verhilt, und die, zur einfallenden Welle addiert.
auf dem beugenden Objekt gewissen Randbedin-
gungen geniigt. Die Art dieser Randbedingungen
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hiangt davon ab, welche Eigenschaften das beu-
gende Objekt hat, ob es etwa schwarz ist und sémt-
liche auftreffende Strahlung absorbiert, ob es bei-
spielsweise vollkommen leitend ist, d.h. die auf-
treffende Strahlung vollig wieder abstrahlt usw.

Wir beschiftigen uns im folgenden mit ebenen
Schirmen endlicher Ausdehnung, insbesondere mit
Kreisscheiben als Beugungsobjekt, von denen wir
voraussetzen, daBl sie unendlich diinn und voll-
kommen leitend sind. Physikalisch gesprochen
heifBt das, daB ihre Dicke klein gegen die Wellen-
linge, aber immer noch so grof ist, dafl der Schirm
die Eigenschaft der Undurchsichtigkeit besitzt. Die
Voraussetzung der vollkommenen Leitfdhigkeit
ist bei den iiblichen Metallen im Gebiet der eigent-
lichen elektromagnetischen Wellen (Wellenlénge
>1mm) meist hinreichend gut erfiillt, wie an ihren
hohen Reflexionskoeffizienten zu erkennen ist.

Bei diesem Beugungsproblem ist stets das kom-
plementiire Problem miterledigt, namlich die Beu-
gung und Reflexion einer elektromagnetischen
Welle an der Offnung endlicher Ausdehnung in
der unendlichen, vollkommen leitenden Ebene. Dies
folgt aus dem im nichsten Abschnitt bewiesenen
verallgemeinerten Babinetschen Prinzip.

Bei ebenen Schirmen liegen hinsichtlich der Beu-
gung elektromagnetischer Wellen hesondere Ver-
hiltnisse vor, etwa gegeniiber der Beugung an der
Kugel, denn die Kante des Schirmes bedingt eine
Singularitit des elekiromagnetischen Feldes. Dies
tritt schon im statischen Grenzfall eines vollkom-
men leitenden ebenen Schirms im homogenen elek-
trischen Feld in Erscheinung, wenn der Schirm
nicht senkrecht zu den Kraftlinien steht; es wird
zwar ein endliches elektrisches Dipolmoment im
Schirm induziert, aber die influenzierte Ladungs-
dichte wird an der Schirmkante unendlich grof
und damit auch die elektrische Feldstirke.

Beim skalaren Beugungsproblem fir ebene
Schirme, wie es etwa in der Akustik vorliegt, bleibt
die Beugungswelle an der Schirmkante endlich.
Man nimmt diese Tatsache in die Voraussetzungen
auf und kann dann zeigen, dal das skalare Beu-
gungsproblem eindeutig 1osbar ist. Beim elektro-
magnetischen Beugungsproblem ist dagegen die
Forderung der Endlichkeit der Beugungswelle
durch eine andere Forderung zu ersetzen. Es liegt
nahe und ist tatsichlich zur Erzwingung der ein-
deutigen Losbarkeit des Beugungsproblems aus-
reichend, vom elektromagnetischen Feld zu ver-
langen. daB seine Energie in jedem endiichen Be-
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reich endlich ist. Dann konnen zwar die elektrische
und die magnetische Feldstirke an der Schirm-
kante unendlich groB werden, aber nur so, dal sie
in der Umgebung der Schirmkante quadratisch
integrierbar sind. Ist diese Voraussetzung erfiillt.
so wird nur die auf den Schirm auftreffende Ener-
gie der einfallenden Welle, aber keine zusétzliche
Energie abgestrahlt; ist sie nicht erfiillt, so haben
wir kein reines Beugungsproblem, sondern das
elektromagnetische Feld der reinen Beugung wird
iiberlagert von einer zusétzlichen Ausstrahlung,
die aus der Schirmkante heraus erfolgt und als
eine Art erzwungene Ausstrahlung betrachtet
werden kann.

Das Problem der Beugung einer einfallenden
elektromagnetischen Welle €e, $e mit der Zeit-
abhingigkeit ¢!“* am vollkommen leitenden ebenen
Schirm endlicher Ausdehnung ist demnach so zu
formulieren. Es ist eine gebeugte elektromagne-
tische Welle €b, HP mit derselben Zeitabhangigkeit
und mit folgenden weiteren Eigenschaften zu
suchen: s

1. Das Feld b, HP geniigt ebenso wie €e, He den
Maxwellschen Gleichungen

rot E=—iwud; rotH=+iwe€ (1)

im ganzen Raum mit der Dielektrizitidtskonstante ¢
und der Permeabilitit w, welche beide als orts-
unabhingig vorausgesetzt werden.

2. In groBer Entfernung vom Schirm verhélt
sich die gebeugte Welle wie eine auslaufende
Kugelwelle mit richtungsabhédngiger Amplitude;
d. h. sie geniigt der Sommerfeldschen Aus-
strahlungsbedingung®. R

3. Auf dem beugenden Schirm ist (Bedingung der
vollkommenen Leitfahigkeit) .

(€ +6") g =0- @)

4. An der Kante des beugenden Schirmes werden
@b und P in solcher Weise unendlich, daf die
elektromagnetische Energiedichte integrierbar ist.

Versuche, die Beugung elektromagnetischer
Wellen an der Kreisscheibe zu behandeln, liegen
bereits vor, sie fithrten aber zu Liésungen, die nur
die Bedingungen 1—3, nicht aber die 4. Bedingung
erfiillen?. Im folgenden wird die strenge Lésung
dieses Problems entwickelt.

t A. Sommerfeld, Jber. disch. Math.-Ver. 21, 309

[1913].
2 S, Anm. 5.
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II. Das verallgemeinerte
Babinetsche Prinzip

Wir stellen einander gegeniiber:

1. Die Beugung einer einfallenden, nicht notwen-
dig ebenen Welle am ebenen, vollkommen leiten-
den Schirm F, der ganz im Endlichen liegt;

2. die Beugung einer einfallenden Welle am voll-
kommen leitenden Schirm F’. der den Schirm F zur
vollen Ebene ergéiinzt. _

Die beiden Schirme F und ¥’ werden komple-
mentdr genannt. Die Ebene, in der sie liegen, sei
die Ebene z = 0.

Die Randbedingungen der vollkommenen Leit-
tahigkeit lauten fiir die gesamten Feldstirken €, $

€=6,=0, —°=0,

oz
%, W, ®)
0 =% 60
Sie gelten identisch fiir alle z,y der vollkommen
leitenden Fléche mit 2 = 0. Die ersten beiden sind
mit (2) &quivalent, die letzten vier folgen auf
Grund der Maxwellschen Gleichungen (1) aus
den ersten beiden. Wir bendtigen nun die drei
Hilfssétze:

1. Sind € und $ mit den Argumenten z,y,2 eine
Losung der Maxwellschen Gleichungen (1) so ist
das durch die Komponenten €,, €, —€, —9,_,
—9,, 9, mit den Argumenten x, y. —2z gegebene
elektromagnetische Feld ebenfalls eine Losung der
Maxwellschen Gleichungen.

2. Ist €,9 das elektromagnetische Feld einer von
einer ebenen Figur ausstrahlenden Welle, so haben
€,. €, 9, in symmetrisch zur Ebene der Figur
liegenden Punkten gleiche, €,, $,, O, entgegen-
gesetzte Werte.
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3. Ist €,9 eine Losung der Maxwellschen Glei-
chungen (1), so ist auch das Feld

eV Ts, sV e

eine solche.

Der erste Hilfssatz ist leicht zu beweisen. Der
zweite Hilfssatz ergibt sich, wenn man in der ebe-
nen Figur eine beliebige Verteilung elektrischer
Strome und Ladungsdichten ansetzt (aus solchen
1aBt sich das elektromagnetische Feld stets herlei-
ten) und mit Hilfe der elektrodynamischen Poten-
tiale daraus das ausgestrahlte Feld berechnet. Der
dritte Hilfssatz ist evident.

Bei der Beugung an der im Endlichen liegenden
ebenen Figur F ist der einfallenden, fiir alle z defi-
nierten Welle (Index e) eine gebeugte Welle (In-
dex b) tiberlagert, deren Verhalten fiir 2 = 0 aus
dem fiir 2 =0 nach dem zweiten Hilfssatz folgt,
und welche die Ausstrahlungsbedingung erfiillt.
Wir schreiben mit Unterdriickung der Argumente

r,Y

€, =G62(2)+C2(2) baw. G (e)+ G2 (—2),
€,=6,®+6, ()
€= G @)+l ()
D= D) + 0, () baw. H2)—H2(—2),
D,=9,@)+ 9, baw. §;(@)—9,(—2),
H,= @)+ D (2) baw. H()+HL(—2).

bzw. € (2) + (5;: (—2),

bzw. € (2)—G (—2),
4)

Auf F gelten die Randbedingungen (3), die aus-
fithrlich lauten

G +E=0, G +6' =0, H:+H. =0,

J e b J e by
5 €+E)=0, —(§,+H)=0,

g+ D=0

auf F, (6)

wihrend auf I” die beiden Felddarstellungen fiir z= 0 und ihre Ableitungen stetig ineinander iiber-

gehen miissen; das bedeutet

IG°

¢'=0, =0, §'=0,

<y dz

el
a@”’

()2' 7

R’
, = ;hiz 0 auf F. (6)

Uberdies muBl die gebeugte Welle die Bedingung integrierbarer elektromagnetischer Energiedichte

erfiillen.
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Wir behaupten nun, da das durch

V-

VE@: ;@ —8;(—2) + )
V§@= D)+ 95 (—2) + ° ()
]/g@}_@;(z)——@:(—z)—@f(z)»
'V%@:—@@—qe@~@@

V;@:_@@+@&@—@@

fiir 2 = 0 bzw. 2 = 0 gegebene elektromagnetische
Feld das komplementire Beugungsproblem fiir
eine einfallende Welle mit der elektrischen Feld-

stéirke]/E $¢ und der magnetischen Feldstirke
e

— VE €e16st. Der Beweis laft sich in wenigen
u

Zeilen fiihren.

1..Das elektromagnetische Feld ist fiir 2 = 0 eine
Uberlagerung der einfallenden Welle, der nach den
Reflexionsgesetzen reflektierten Welle und einer
gebeugten Welle, wihrend fiir 2 =0 nur eine ge-
beugte Welle vorhanden ist. Die gebeugte Welle
geniigt fiir z= 0 der Ausstrahlungsbedingung, da
diese sich bei der Substitution des dritten Hilfs-
satzes nicht dndert.

2. Alle angegebenen Wellen geniigen nach dem
ersten und dritten Hilfssatz den Maxwellschen
Gleichungen.

3. Auf dem beugenden Schirm gelten wegen (6)
- die Randbedingungen (3).

4. In der Offnung F gelten wegen (5) die
Stetigkeitsbedingungen fiir die elektromagneti-
schen Feldstirken und ihre Ableitungen.

5. Sind die elektromagnetischen Feldstirken in
(4) an der Schirmkante quadratisch integrierbar,
so gilt das auch fiir jene in (7).

Zusammenfassend konnen wir sagen: Lost die
gebeugte Welle €, $P das Beugungsproblem fiir
die auf den Schirm F einfallende Welle Ge, 9e, so

I6st fiir 2 =0 die Welle —l—]/ﬁ b, —-Vﬁ (GL
€ w

* P.Debye, Ann. Physik (4) 30, 57 [1909].

() — B2 (—2) + H°2)
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bzw. + @2 (—2,
bZW. =t ‘@: ('— z) )
bzw. — 3:3:) (—=2),
™
bzw. + G (—2),
bzw. <+ @: (—=2),
bzw. — @f (—2)°

fiir 2 = 0 die Welle —Vﬁ oo, +l/£. €P das Beu-
&
gungsproblem fiir die auf den Schirm F’ einfal-
lende Welle + l/ﬁ He, — Vﬁ €e. Die Umkehr-
€ u

barkeit dieses Satzes ist leicht einzusehen.

Wir kénnen uns also im folgenden auf die Be-
handlung der Beugung an dem im Endlichen lie-
genden ebenen Schirm. F beschrinken, da dann die
Beugung am komplementiren Schirm F’ miterle-
digt ist. ‘

IIl. Die Debyeschen Potentiale
und ihre Randbedingungen

Debye?® hat im Anschlu an Untersuchungen
von Mie* iiber die Beugung elektromagnetischer
Wellen an der Kugel gezeigt, dall man das elektro-
magnetische Feld durch zwei skalare Potentiale
IT, und H2 darstellen kann, von welchen das erstg
dadurch ausgezeichnet ist, dal seine radiale Kom-
ponente des magnetischen Vektors verschwindet,
wihrend fiir das zweite die radiale Komponente
des elektrischen Vektors verschwindet. Wir nennen
sie Debyesche Potentiale. Sie sind definiert durch

k
“Zorot (0 IL), (8)
eu

1
(E:—s rot rot (v IT,) — 7

ik . 1
— ——rot (v I1T —rot rot (v II,) (9
6=+ ot @)+, (tTL) ()
und geniigen beide der Wellengleichung
AHi—l—/»‘z H;:O (12172)7 (10)

* G. Mie, Ann. Physik (4) 25, 377 [1908].
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wobei die Wellenzahl k durch

(1)

k2=wmeu

gegeben ist und r den Radiusvektor bedeutet.

Die Randbedingungen fiir € und $ lassen sich
im Ialle der beugenden Kugel in einfache Rand-
hedingungen fiir die Debyveschen Potentiale um-
rechnen, und das vektorielle elektromagnetische
Beugungsproblem ldBt sich vollstindig in zwei
voneinander unabhingige skalare Beugungspro-
bleme fiir I, und 11, separieren.

Diese heiden Potentiale lassen sich mit Erfolg
auch bei der Behandlung der Beugung elektro-
magnetischer Wellen an vollkommen leitenden
ohenen Schirmen. inshesondere der Kreisscheibe
und der kreisférmigen Offnung in der unendlich
ausgedehnten Ebene anwenden. Zwar bringt die
Frage der Randbedingungen gewisse Schwierig-
keiten, doch lassen sie sich bewéltigen.

Der heliebig gestaltete Schirm liege in der x-y-
Ebene. Dann miissen €, und €, auf dem ganzen
Bereich des Schirmes verschwinden, d. h. nach (8)
mub wegen z = 0 gelten

12 R
L R TN A 1|
. (12)
n ik [ a1, —0
Veu! 2~
119[ LML ﬂ] P
s‘|}ﬁ I+ ox Ty Ay t ‘yH‘I (13)
ik I,
JEE—— =0.
]/g‘u'r 2z

Dies sind zwei partielle Differentialgleichungen
in z und y fur die Funktionen II, und anz/az. Sie
lassen sich einfach durch Einfiihrung von Zylin-
derkoordinaten

r=o0cosqg, y=0sing (14)
integrieren. Eg ergibt sich
ol =a(p)e  +8@e " (19
& 0? Ay = f,/(f, PR dé e P (16)
w Jz do dep

fiir 2 — 0 und fiir alle Punkte e.¢ des Schirmes.
Hierin sind « (¢) und 8 (¢) Funktionen, die nicht
aus den Randbedingungen (2) ermittelt werden
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konnen: vielmehr werden sie sich aus der Bedin-
gung der Integrierbarkeit der elektromagnetischen
Inergiedichte in der Umgebung der Schirmkante
herechnen lassen®.

IV. Formulierung des Beugungspro-
hlems in den Debyeschen Potentialen

Es seien 1L ¢ und IL° die Debyeschen Potentiale
der einfallenden ebenen Welle. Sie lassen sich
durch geschlossene Ausdriicke darstellen. Die
Debyeschen Potentiale der gebeugten Welle seien
I1,> und ILr. Fir diese Potentiale stellen wir fol-
gende Bedingungen auf:

1. Sie geniigen alle der Wellengleichung.

2. I% I1.P verhalten sich in groBer Entfernung
wie auslaufende Kugelwellen.

3. Es gelten auf dem Schirm die Randbedin-

gungen

ik 0 ik 0

e 4 e
I+ I = a(9)—— + 8@ —5—
- ) 17
YE(, ) _de st dp e
w\ 22 Jz dg ¢ dp 0°

4. 2 (¢) und 8 (¢) sind so zu wihlen, daf die
elektromagnetische Feldenergie an der Schirm-
kante integrierbar ist.

5. > und I1,> haben im Koordinatenanfangs-
punkt Singularitéten von der in (15) und (16)
niher bezeichneten Art.

Es ist leicht zu zeigen, da das aus diesen Debye-
schen Potentialen berechnete elektromagnetische
Feld die in Abschn. I angegebenen vier Bedingun-
gen erfiillt. Umgekehrt ist unschwer einzusehen.
dab die obigen Bedingungen fiir die Debyeschen
Potentiale auch notwendig sind. Inshesondere folgt
die Endlichkeit dieser Potentiale auf dem Schirm-
rand. der einzigen Stelle, wo eine Singularitdt zu

5 Losungen der Wellengleichung, welche alle Be-
dingungen des Beugungsproblems mit Ausnahme der
Integrierbarkeitshedingung erfiillen, kann man meh-
rere angeben. Kine Lisung dieser Art wurde von F.
Moglich (Ann. Physik [4] 83, 609 [1927]) gefunden.
Line andere, welche an Stelle von (15) und (16) die
Randhedingungen II; =0 und A2/ 3z = 0 auf dem
Schirm erfiillt, wurde vom Verf. skizziert (Nachr.
\kad. Wiss. Gottingen, math.-physik. KI., 1946, 74).
\uch fiir die letztere gilt das verallgemeinerte Babi-
netsche Prinzip, wie vom Verf. (7. Naturforschg. 1,
196 [1946]) gezeigt wurde. s ist aber fraglich, ob
man solchen Lisungen mit nicht integrierbarer Iiner-
giedichte, bei denen eine Ausstrahlung aus der Schirm-
kante heraus erfolgt, eine phy=ikalische Realitit zu-
schreiben kann.
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erwarten wire, aus (15) und (16), vorausgesetzt,
daB der Schirmrand nicht gerade durch den Koor-
dinatenanfangspunkt geht. Doch lift sich dies
durch geeignete Wahl der Lage des letzteren stets
vermeiden.

Dafl die Potentiale 1> und I1,> durch dlese Be-
dingungen eindeutig bestlmmt smd wird die fol-
gende Rechnung zeigen.

V. Kantenbedingungen in den
Koordinaten des Drehellipsoids

Fiir die Behandlung der Beugung an der Kreis-

scheibe ist die Einfithrung von Sphéroid-Koordi--

naten angezeigt. Sie sind definiert durch

r=cV (1 +E%(1—n)cosq,

) o, (18)
y=cV(A+E)l—nY)sing, z2=ciy
und haben den Variabilititsbhereich
0=8-co, —1=p=+1, 0=¢=2x. @19)

Die Koordinatenfliche £ =0 ist eine Kreisscheibe
in der Ebene z=0, mit dem Mittelpunkt im Koordi-
natenanfangspunkt und mit dem Radius ¢. Sie
mége mit dem beugenden Objekt zusammenfallen.
Die Koordinatenfliche 0 = 0 ist der iibrige Teil der
Ebene z =0.

Das Volumenelement in den Koordinaten 2,4, ¢

S . ,}
ist durch (B2 4 7% dE dy do (20)

gegeben. Von I, I, werden wir voraussetzen diir-
fen, daB sie sich an der Kante & — =0 regulal
verhalten, also etwa nach Potenzreihen in E,7 ent-
wickelt werden kénnen. Die Ber echnung der Feld-
starkekomponenten liefert aber dann Potenzen von
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(82 +12)—1 als Faktoren. Damit werden die Feld-
stidrkekomponenten an der Kante unendlich grof.

Dieser Umstand 148t sich aber nicht vermeiden
und liegt in der Natur der Sache begriindet. Die Be-
dingung jedoch, daB das elektromagnetische Feld
in der Umgebung der Kante eine integrierbare
Energiedichte haben muB, beschriinkt die Ordnung
des Unendlichwerdens der Feldstarkekomponen-
ten. Diese Beschrénkung erreichen wir, indem wir
den Debyeschen Potentialen die Bedingungen auf-
erlegen

G=0, Zho, Ty, e

7 ™
tir E=9n=0,

(21)

wonach in einer Entwicklung von I, und I1, nach
Potenzen von £ und 4 die linearen Glledel 1n & und
n wegfallen. Der Beweis von (21) kann so durch-
gefithrt werden, daf fiir IT, und I1,, eine allgemeine
Potenzreihe in € und angesetzt wnd daf hieraus
die elektromagnetischen Feldstirken berechnet
und daB alle Glieder zu Null gemacht werden, die
zu einer unendlich grofen Feldenergie Anlaf}
geben wiirden.

VI. Die Sphéaroid-Funktionen

In den Koordinaten &, v, ¢ 1aBt sich die Wellen-
gleichung separieren. er haben zu unterscheiden
zwischen solchen separierten Wellenfunktionen.
die im ganzen Raum beschrinkt und eindeutig sind
und sich wie stehende Wellen verhalten, und sol-
chen, die sich im Unendlichen wie auslaufende bzw.
einlaufende Kugelwellen verhalten. Wir bezeich-
nen die ersteren mit

Ly &, m, @i =8 O (—i&;ip) Sp"(n;ip) e, (22)
die letzteren mit‘ » 7
LW, g, g5iy) :S,:"“’ (—i&5ip) Spr(yip)e™? (232)
hzw.
Ly®E,m,giin=8"P(—ik;ip) Spt @iy ém?, (23b)
wobei
v=ke. 24)

Die Funktionen L nennen wir Lamésche Wellenfunktionen. Die Funktionen Sm(') und Sp'" bezeich-

nen wir als Sphiroid-Funktionen, Die Funktionen Sp (niiv)

sind Velallgemelnelungen der Kugel-

I"'unktionen Pm (). in die sie fiir vy =0 itbergehen; sie geniigen der Differentialgleichung

d - dSp m*
_ 1 M2 ) 2202
n [' v d'7]+[;+’ L

2

2].\"}) m3iy)=0. (25)
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Die Funktionen S;" @ (; =1, 3, 4) geniigen, als Funktionen von —1 £ betrachtet, derselben Differential-
gleichung. Zur Separation der Wellengleichung in den Koordinaten &,7.¢ vergleiche man etwa Mag-
nus und Oberhettinger®. Uber Theorie und Bezeichnung der Sphiroid-Funktionen wird auf Arbei-
ten des Verf. hingewiesen, die an anderer Stelle erscheinen sollen.

Damit die Wellenfunktionen (22) und (23) eindeutig sind. mufl m eine ganze Zahl sein. Der Sepa-
rationsparameter ist so zu bestimmen, dal Sp:' (4:iy) in 4 = %1 endlich bleibt. Es gibt eine Reihe von
solchen Werten, die wir mit )\‘":”; (iv). }.’:’1'”‘“(:'«{), N LalY) s allgemein 3" (iy) bezeichnen. n ist also
auch eine ganze, nicht-negative Zahl. Fiir kleine v gilt

2 . 2
20 +2n—2m 1+O(?4).

Bn=n0+) =7 g gga—1) (26)

Fiir die Sphiroid-Funktionen wurden von Niven’ folgende Entwicklungen aufgestellt:
Sprtnzin = X id) G EL, ), @7)
SO (it ip=EmE DT D) T G, RO, @29)

rZ—m—n

wobei

2 T .
W0en=V o gan,  wSPeEn=V g5 BV, 29)

. J, st die Besselsche Funktion, Hfll‘z’ die Hankelsche Funktion erster hzw. zweiter Art. Die C:’;O (iv)

sind in (72) definiert. Die Koeffizienten ar (iv) (r= gerade) sind Liosungen eines gewissen dreigliedri-
)
gen Rekursionssystems. Fiir das Folgende geniigt es jedoch, wenn man ihre numerischen Werte kennt.
Dann sind auch die Sphiiroid-Funktionen numerisch berechenbar. ZweckmiBigerweise normieren wir
diese Koeffizienten so, dab
2n+1

I G it m . (——m e . 3
F2 2)1+21.+1 an,r(2 7) ln,r (Zl) ( 0)

Das hat zur Folge, dah das Normierungsintegral fiir die Kugel-Funktionen P:’ und fiir die Sphéaroid-
Funktionen Sp::' denselben Wert hat. Die Reihe (27) konvergiert fiir alle endlichen =, die Reihe (28)
fiir alle endlichen £, falls j =1, dagegen nur fiir [E] >1. falls j =3,4; fiir €/ <1 kann man die

Funktionswerte aus anderen Reihendarstellungen der Sphiiroid-Funktionen berechnen. Fiir grofie 2
gilt asymptotisch

S:z(l) (—i&;iy) ~ /'lﬁ cos (7 E_ & %‘J,n) , . (31)
(e n+1 ’ . ”,,_th__l_
S:(3)(_ia;iy)~£€e+t(/§— 3 .’E>1 S:‘U)(.__z'a',i}/)“"yllae“(lg 2 -7). (32)

Genau so wie sich die Sphiiroid-Funktionen in (27) nach dem Orthogonalsystem der Kugel-Funktio-
nen entwickeln lassen, gilt das Umgekehrte. Man erhilt (s = gerade)

(e}

Prap= > ia.l, _G)

82 \m|—n

,‘Zn%jis%—l
2n+1

m

Sp,. (M317). (33)

Fiir die in Polarkoordinaten r.®,¢ separierten Wellenfunktionen laBt sich ebenso eine Entwicklung

¢ W. Magnus u. F. Oberhettinger, Formeln 7 0. Niven, Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A,
und Siitze fiir die speziellen Funktionen der mathema- 171, 117 [1880].
tischen Physik. Berlin 1943.
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nach Wellenfunktionen, die in £,4,¢ separiert sind, gewinnen

j m im@ — —m . 2n+23+1 "
v kNP os®)e ™ = 37 an () g D G gsin). (34)
$2 m|—n

VII. Entwicklung der Debyeschen Potentiale der ebenen Welle
nach Laméschen Wellenfunktionen

Die Fortschreitungsrichtung der einfallenden ebenen Welle 146t sich ohne wesentliche Beschrinkung
der Allgemeinheit als parallel zur z,z-Ebene annehmen. Der Wellenzahlvektor ¥ gebe die Richtung
an, aus welcher die ebene Welle kommt; sie schliefle mit der positiven 2-Achse den Winkel ® ein. Dann
gilt )

f=%|sin©®,0,cos O}, ;—={sinﬁcosw,sinﬁsin(p,cosﬁ}. (85)

Nun sind zwei Polarisationsrichtungen zu unterscheiden. Wir bezeichnen die Feldgréfen mit dem Index
1 , wenn die Schwingungsebene der einfallenden Welle senkrecht zur Einfallsebene (hier z,z-Ebene),
mit dem Index |1, wenn die Schwingungsebene parallel zur Einfallsebene ist. Nehmen wir die Amplitude
des elektrischen Vektors der einfallenden ebenen Welle zu E an, so wird

€, =1{0,E,0} "7, § = '/— Ecos®,0, —Esin@®|e " ™" (36)
€,=1—Ecos®,0,Esin@fe """, ]/ 10, E,0} ' HF100 @7

wo _
R =r (cos ¥ cos © + sin ¢ sin® cos @) . (38)

Einsetzen von (36) in (8) liefert fiir die Debyeschen Potentiale der einfallenden ebenen Welle im Falle
zur Einfallsebene senkrechter Schwingungsrichtung die Differentialgleichungen

2 (r I . R

ﬂ% + k2 erL " =FKesindsing-¢ T (39a)
O

1 2061, | e 1 I . i i

7_(7"70&_11‘: W s 9;1. =FEecos®sing-e *FH O, (39b)
1 172(7'Hlel) . € é)H;l ikR+iO1

Fsind g i © W =Fecosp-e . (39¢)

Der Ansatz einer Reihe nach separierten Wellenfunktionen in Kugelkoordinaten fiir die beiden Poten-
tiale liefert dann nach einigen Rechnungen

e ,,BE i (2n-4—1)m Pog—— m POt 0
Hll —- o kﬁ O 21 mZ . n ( + 1) ( 1) Pn (GOS‘ ®) V)n (7 ’ 0’ q)) e ? (4 )
e VS,u EZ Z 2 2n+1) " (cos @) 9, for 41
I0,, = I TS} (— ) A‘@—**#’n (r,?,¢)e (41)

wobei zur Abkiirzung gesetzt ist
Wiy @, @) =y (k1) P (cosd) ™ ?. (42)

Entsprechende Ditferentialgleichungen zu (39a, b.c) fiir He ,und me o &eWinnt man durch Einsetzen
von (37) in (8). Aus ihnen erhélt man
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& e no e
I, = l/ 10, , IIQ,,=+]/; I, - (43)

Die Differentialgleichungen (10) sind mit diesen Reihen fiir die Debyeschen Potentiale von selbst er-
tiillt, da jedes einzelne Reihenglied diesen Gleichungen geniigt.

Um eine Entwicklung der Debyeschen Potentiale der ebenen Welle nach Laméschen Wellenfunktionen
zu erhalten, sind die in Kugelkoordinaten separierten Wellenfunktionen gem#af (34) in Reihen nach
Wellenfunktionen, die in den Koordinaten £.v.¢ separiert sind. zu entwickeln. Einsetzen in (40) und
(41) liefert daher

I, = — B Z Z (2n+1)mz (—)" LYV &,y giip UV (@), (44)
n*lm
e VS uw o oym (1) . rm imt
II,, = Z Z @n+1) " (=D" LV (&, m,q;in) V(01 . (45)
n=0m=—n

Zur Abkiirzung wurde eingefiihrt

S e I
TR — 7£L4’ " 4
v, (©) ,;; (m4r)n+r+1) P (cos©)/sin®, (26
[o/e] 2-1 a —m (-.x )
7)) = D, nr U1 P (cos ©)/d0 . ~ (47)

r2|m — (” +7) (" “+r—4 1) ntr

Speziell fiir ® = 0, d. h. fiir eine ebene Welle, welche parallel zur z-Achse von positiven nach negativen
z lauft, vereinfachen sich diese Ausdriicke betrichtlich. Dann wird

e ie ' 2n41)d" o 1(1) o1
n,=E— L i) SEW (—igiy) Sph iy sing €t (48)
P k 1;2:;1 nn+1) ot
I, = V”‘ Z @nt1)d CLo St (—igiiy) Spi(niiy)cosg-e (49)

= nn+1)
Die angegebenen Reihenentwicklungen sind im ganzen Raume konvergent.

VIII. Berechnung des ersten Teils der gebeugten Welle

Wir zerlegen die Debyeschen Potentiale der gebeugten Welle in zwei Teile.
e =l 4 0b, I =10+ 0 (50)

Den ersten Teil bestimmen wir aus der Forderung

e b J e b e = . -
5 + 101, = 0, 5, M+ 1) =0 fir€=0. (51)
Dann mub fiir den zweiten Teil nach (17) fir € = 0 gelten:
= : ; . e d ) 1 ;
b ik0 —ik 0, "/F . T2 a ko A8 _ixo 52
oIl = a(p) e *+ B (g) e e~ (2)

Sowohl I1.b, ILP wie II b IIb stellen auslaufende Wellen dar und lassen sich daher additiv aus
Laméschen \\'ellentunl\tmnen aublaufendel Wellen L @ (2. 9.¢:iv) aufbauen. Man priift leicht nach.
daB die folgenden Ausdriicke fiir TI1‘). ﬁgb die Fm'delungen (.)1) erfiillen.
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am(l) , o N
= . X " . . . " (—10;17) 0t "
T 2n41)"m(—)" LM (&,n,¢:i,) U"(O)— & 53
11 k gl m:—”( ) ( ) n ( n,g J) n ( )S:‘(H(*io;[}/) ( )
= Ve <& < i ) . dsrP(—i0;4;)/dE
o, =—E— 2n+ 1) i (—1)"L"DE y, @iy V(O i 54
= L Eo m:_n( DR TR e )dS,',"“’<~z'0;z'y>/dﬁ e
- StV (—i0; ly)
M—+8 55 2 Z @nt ) 1 LI E 0, g3 V@) o 69

ds™ M (—i0;iy)/dE
dS™® (—i0;iy)/dE

=+ Vs“ > Z @n+1)i"m (—1)"L" (&, 9 iy) U™(0) ¢ (56)

n—1 m——n

=

Es ist zu bemerken, dab die Glieder mit ungeraden Differenzen n—m in (53) und (35). jene mit geraden
n-m in (54) und (56) wegen des Verhaltens der Sphéroid-Funktionen erster Art und ihrer Ableitung
tiir das Argument Null verschwinden. Diese vier angeschriebenen Funktionen geniigen alle der Wellen-
gleichung, verhalten sich in grofer Entfernung wie auslaufende Ixugel“ ellen und sind iiberall endlich.

Fiir ® = 0 treten wieder betrichtliche Vereinfachungen ein: es wird

< 2ntl SEM(—i0; 2y)
28 nt ('lo(z )Sill“’( iE;iy) Sp (1)(17 zy)sm(pT@T ,  (B7)

nm,=—k-
i0; 27)

1L < n( nmn+1)
dS! W (—i0siy)/dE o
dql“)( ZO l}’)/da (58)

Veu & 2 1o . _
I, =—FEi V;M Z"n(:j:l) (,10( )SE (—igipn Sp, W (3iy) cos g
=1

Auch diese Reihen konvergieren im ganzen Raum. Im Falle ® = 0 ist eine gesonderte Berechnung von
Hl , und Ho i nicht notig, da der Fall paralleler und senkrechter Schwingungsebene sich in den Feld-
stirken nur in einer Drehung um 90° um die z-Achse unterscheidet.

IX. Berechnung des zweiten Teils der gebeugten Welle

Wir denken uns die zuniichst noch unbekannten Funktionen «(¢) und 8 (¢) in (52) in Fourier-
Reihen entwickelt

alg)= 3 @, ¢, B = Y B.e"". (59)

Fiir ﬁlb und ﬁzb sind Wellenfunktionen anzusetzen, die sich in grofer Entfernung wie auslaufende
Kugelwellen verhalten und die Randbedingungen (52) fiir & = 0 erfiillen. Wir setzen

M= > 48P —i%inspmine™, (60)
n=0 m=—n
b d m om . . m . im
1, Z Z B'SI'®(=ig;ip Spl(miine™. (61)

m— —n
Die Randbedingungen (52) liefern nun unter Beriicksichtigung von (59)
iyVi—ge Nl 1=

e LA 62
V12 o cV1i—n? ©

n=~0
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m ima , Vi ) —ivVi—_me
ZB [dS) @ (—ig;ip)/de]e_ Spr (i) = T p(l ’2)[», TI-T_g ~T1-T]  (e8)

n=>0

Man sieht sofort, dal

A" =0 fiirn —m = ungerade , . B” =0 fiir n — m = gerade . (64)
Die Orthogonalitidts- und Normierungsbedingungen
1 0 fiirn 1,
’ m b 2 y —m d —
[ S i s ) = (5% firns (¢5)
erlauben, die Koeffizienten A:l und B:' durch die « und 8, auszudriicken.
Die Bedingungen
J b | b J e, 7b | +b . : :
7n(nj+nl +I) =0 uwnd (5410 + 1) =0 fir&—n=0 (66)

aus (21) sind erfiillt; denn nach (15) und (16) sind fiir £ =0, d.h. auf der Kreisscheibe, II, und
oI, /32 =%,] OIL,/3E gerade Funktionen in 7 ; (66) gilt daher sogar fiir alle n, wenn & = 0. Die Bedin-

gungen

J m m J e | T = .
sz (M +T +107) =0 und %(n2+ng+n;’)=o fir& =»n =0 (67)

aus (21) geben gerade zwei Gleichungen fiir jedes Paar von Koeffizienten * Bm . Damit ist die Lésung
des Beugungsproblems vollstdndig bestimmt. . y

Die Anteile der einfallenden Welle darf man dabei in (67) weglassen, weil fiir diese an der Schirm-
kante die Ableitungen nach & und 4 verschwinden. Physikalisch folgt dies daraus, daB die einfallende
Welle iiberall endlich ist, also an der Schirmkante keine unendlichen Feldstirken besitzt.

X. Berechnung der Entwicklungskoeffizienten A" und B”

Die Orthogonalitéts- und I\'ormierungcbedingungen (65) geben

® 9 1 ¢ Vi e &7 Vi
m qm - _ mn:i 68
Ay S8y (—i0517) 5 +1 / = — e VT JSp,, miiy)dn, (68)

m m : s = 2
By [as; Y (—i% ;i r)/dé]_s:o"gm

Y

Diese Integrale lassen sich geschlossen auswerten. Wir verzichten jedoch hier auf ihre Berechnung,
die an anderer Stelle in anderem Zusammenhang erfolgen soll, und begniigen uns mit der Angabe ihres
Wertes fiir m = + 1. Nur diesen brauchen wir. wenn wir uns, wie dies im folgenden geschehen soll, auf

den Fall ® =0. d. h. senkrechte Inzidenz der ebenen Welle auf die Kreisscheibe, beschrinken. Dann
wird

(69)

iy V11— e no—iVienp | oo —m o,
a,c —p,, € ] Sp, " (niiy)dn.

. 1 . : A o
A 050 T e (el 0 0]

+[+Cin—rd, _,_ @08, (—i05in]8,;

(n = ungerade)
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nn+1) z

1 1(4 2o
B,[dS, (—i&;iy)/dE ]y Sl

+r[—Choin+a, _, 0)[dS,P (—i%;iy)/dz]e_,] A .
(n = gerade)

Zur Abkiirzung ist gesetzt

oo

)

Choliy) =

F =7 [—Cii)+a, _, (r)[dSL®

h117
(—i&5iy)/dE)e—] @,

(1)

a, (iy). (72)

2 —n—1

Dalle N P proportional zu sin ¢, ILe, 4 ,” proportional zu cos ¢, so miissen auf Grund von (67) die-
selben Proportlonalltaten fiir H b und II b bestehen Somlt gentigt es, A1 B1 zu berechnen und die ent-

sprechenden Reihenglieder in (60) und (61) mit ¢'?
Als Gesamtergebnis erhalten wir nunmehr

ig o 2n1
Hl_E?ﬁg; n(n+1)

-singeé

zl’
2™ k

- Spy, (05 iy) cos g ¢

Die bis jetzt unbekannten GroBen «, und 8, er-
geben sich daraus, dal 31T /CE=0 und I /81, =
fiir € =71 =0. Dies llefert fiir «, und Bl zwei
lineare Gleichungen.

XI. Grenzfall groBer Wellenldngen

Ist die Wellenléinge groB gegen den Radius der
Kreisscheibe, d.h. y <1, so gehen die Sphiroid-
Funktionen in Kugel-Funktionen erster bzw. zwei-
ter Art {iber, falls neben n auch & endlich bleibt.

Aus den GroBenordnungen S: Mg iy) =0y,

S (LiE;iy) =0 (y——1) folgt, dabin (73) und
(74) von der jeweils ersten unendlichen Reihe nur
das erste Glied iibrig bleibt. Von der jeweils zwei-
ten Reihe sind jedoch alle Glieder zu beriicksichti-
gen. Die Differentialquotienten dieser zweiten
Reihen nach & bzw. v, welche man zur Verwer-
tung der Kantenbedingungen (21) benétigt, lassen
sich jedoch nicht gliedweise bilden, da dann diver-
gente Reihen (alternierende Reihen mit dem all-
gemeinen Glied der Ordnung n/2) entstehen wiir-

"('lo(tr) ,-Sl(l)(—m iy) — 5‘,1,(4)(—2'5 iiy)

"k 2ising 3 AL SO—i%iin) S 0iin) ¢

wt—f—?cosngB},Si“) (—i&;iy) Spi(n;iy)emt.

® statt mit ¢'® zu mult1p11z1eren

1(1) .

(—i0514y) i
—Ta——— | Sp,(;iy)
91(4)(__ 054y)

(73)

n=1

2n+1 g o [P (i iy dE
Zn(n+1> ",y (i) [S,‘,‘”(—za;m—S,‘,‘”(-m;zr)[ — o

dS} ™ (—i&;iy)/dE
(74)

n=—=2

den. Diese Schwierigkeit 148t sich jedoch um-
gehen, indem man zwar gliedweise differenziert,
aber dann nach einem Summierungsverfahren
(etwa dem der arithmetischen Mittel) die Summe
berechnet. Dies ist fiir groBe Wellenlingen ge-
schlossen durchfiihrbar und liefert

a1+{31: 2]2 (1+0(}’))

(75)
4= — Bl (14 0().
1 1 9 A kZ

Mit diesen Werten von «, und 8, kann nun das
gesamte Feld berechnet werden. In der Wellenzone
mit v § > 1 bleibt, wie die asymptotischen Darstel-
lungen (31) und (32) neben den obigen Abschéitzun-
gen lehren, von allen Reihen in (73) und (74) nur
jeweils das erste Glied iibrig, und es ergibt sich
wegen v & ~ kr fir II,»

ikr

493 ¢ 0t

H ~FE ‘1 3 P} (cosP)sin g e’ (76)
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Die (76) entsprechende Ausstrahlung ist die
eines elektrischen Dipols mit dem Moment

7

py:E* atee'?l. (77)

Dies ist aber gerade das Dipolmoment der Ladungs-
verteilung, die in der Kreisscheibe induziert wird.
wenn sie sich im homogenen elektrischen Feld
EeiOt (fiir y< 1, d. h. quasistatisch gerechnet)
parallel zur y-Achse befindet.

Auf die Berechnung und Deutung von IL}Y ver-
zichten wir, da bereits das erste Glied von einer
Grofenordnung ist, wie wir sie eben in II > ver-
nachléssigt haben.

NXII. Bemerkungen zur numerischen
Auswertung

Die numerische Auswertung der Formeln (73)
und (74) setzt die Existenz von Tafeln der Sphé-
roid-Funktionen voraus. Solche wurden von
Stratton und Mitarbb® berechnet, doch haben
sie noch nicht den wiinschenswerten Umfang. Das-
selbe gilt fiir die vom Verf.? berechneten Entwick-
lungen der @’ (iy) (auf diese kommt es praktisch
nur an) nach Potenzen von v, die fiir kleine n nur
etwa bis y = 1 brauchbar sind. Wichtig wére der
Bereich 0 = y =10 und 1=n =12 etwa. I'iir solche
Werte von v ist die Zahl der zu beriicksichtigen-
den Reihenglieder (ndmlich schétzungsweise bis
n = 12) noch ertriglich, iiherdies wird man etwa
hei y = 10 bereits einen guten Anschlufl an die Er-
gebnisse der Kirchhoffschen Naherung erzielen.
wie das auch beim skalaren Beugungsproblem
nach noch unveréffentlichten Untersuchungen der
Fall ist. Die numerische Berechnung der benotig-

8 .J. A. Stratton, P. M. Morse, L.. J. Chu u. R.
A. Hutner, Elliptic cylinder and spheroidal wave
functions, including tables of separation constants and
coefficients. New York 1941.
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ten Sphiroid-Funktionen macht beim heutigen
Stand ihrer Theorie keine prinzipiellen und keine
sehr groflen praktischen Schwierigkeiten.

Ein etwas schwieriger Punkt ist die schon er-
withnte Divergenz der Reihen, die sich ergibt,
wenn man (73) und (74) nach & bzw. = differen-
ziert und & =7 = 0 setzt. Denn auch die Anwen-
dung eines Summierungsverfahrens wiirde die
Beriicksichtigung vieler Reihenglieder erfordern.
Einen Ausweg gibt aber die Tatsache, daB die
Reihenglieder fiir grofere n sehr rasch gegen die
entsprechenden Reihenglieder des Falles vy =0
konvergieren, fiir den die Summen der divergenten
Reihen sich geschlossen berechnen lassen. Man
wird daher von der aufzusummierenden Reihe fiir
v = 0 die entsprechende Reihe fiir y = 0 gliedweise
subtrahieren. Dann entsteht eine konvergente
Reihe, deren Aufsummierung wesentlich einfacher
sein wird. ' '

Die noch durchzufithrende numerische Auswer-
tung des Feldes der gebeugten Welle, die wir in
einer spiteren Arbeit wiedergeben wollen, wird
sich vor allem auf das Feld in groBe'r Entfernung
und in der Nihe der Kreisscheibe bzw. der kreis-
formigen Offnung erstrecken, mit dem Ziele, Auf-
schlub iiber die Polarisationsverhéltnisse, die Ab-
strahlung bei grofen Winkeln und die Giite und
Brauchbarkeit der Kirchhoffschen Néherung zu
erhalten. Die Ergebnisse gewinnen an Interesse
durch neuere experimentelle Untersuchungen des
Feldes in der Nihe der kreisformigen Offnung bei
Wellenliingen in der Grofenordnung des Durch-
messers der Offnung. die von Severin® und
Andrew s mit Wellenlingen von 6 bis 12,8 cm
durchgefiihrt wurden.

9 J. Meixner, Die Laméschen Wellenfunktionen
des Drehellipsoids. Ber. Zentrale wiss. Berichterstat-
tung Nr. 1952 [1944]. )

10, Severin, Z Naturforschg. 1, 487 [1946].

11 0, L. Andrews, Physic. Rev. 71, 777 [1947].



